
Über dasLösenvon Differ entialgleichungen

(GerhardWanner, Geǹeve)

Nunsindwir schonzubotzen.schon?erst!michhungert,mich
durst,michschl̈affert, ich bin faul ����� botzendiesSauloch.Ein
gedichtefon einenderüberbotzenfuchs=teufelwild undharb
war.

soll ich komennachbotzen
soschlagich mich lieberin d’fozen.

(W. MozartandieSchwester, 28.Okt. 1772)

BerechnungeinesBr ückenbogens.

Problem. Berechnedie “beste”FormeinesBrückenbogens.

EinfacheresProblem. Ein Brückenbogenalleine.



Der Bogenumgedreht.
Wir drehendenBogenum, undsehendasswir esmit der linea cate-
naria (Galilei 1638,Joh.Bernoulli1691,Leibniz1693)zu tunhaben
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Zur ück zum komplizierten Problem.
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Modern: mit Maple:

	 �� � � � � � � � �� $ % � � � �'&)(+*�,���-� � � � � � � � .0/ �1������� % � &
undnach“simplify”:

	 �� � � � � � � � � $ � � � � � � .2/ �1� �3��� % � & ��
Altmodisch: Substituiere

� � � �3���54
, dann 6 � 7�8

unddasIntegral
wird rational.Dannsetze6 � � � � � � � � .
SchliesslichkommenbeidezumProblem� $ � � � � �� � .0/ ������� % � & � � 
Diesesmussnach

� � 9 % � & aufgel̈ost werdenund dannnochdazu
integriert 
 � :;9 % � & 	�� . (“Lasciateognisperanza...”)



Numerisch.
... themethodof Runge-Kutta is probablybestadaptedto me-
chanicalcomputationbecausethemethodof solutiondepends
entirelyon theevaluationof a repetitivesequence.

(H. Aiken,Proposed automatic calculating machine, 1937)

.0 .5 1.00

1

2

0.400

1.000

�=<


 <

>

0.815

1.080

��?

 ?

>

1.273
1.243

� � 
 �

1.797

1.498

1.857

@

A
Euler

.0 .5 1.00

1

2

0.404

1.040

��<


 <

>

0.838

1.162

� ?

 ?

>

1.331

1.376

� �

 �

1.908
1.696

@

A
expl. midp.rule

Euler1768:�=B1C ? � �=B � > � % � � � �B � � &
 B1C ? � 
 B � > � % � B &
Cauchy 1824:Proofof conv.

Runge1895:� BDC ? ,�� � ��B � E F � % � � � �B � � &

 BDC ? ,�� � 
 B � E F � % �=B &� BDC ?G� � B � >H� % � � � �B1C ? ,�� � � &
 BDC ? � 
 B � > � % � BDC ? ,�� &

Für nochkompliziertereGleichungen(zumBeispielmit Berücksichti-
gungdesGewichtesderStreben)gibteskeinezus̈atzlichenSchwierigkeiten,
nuretwasmehrArbeit für denComputer.



Eine Grippeepidemie.
(Kermack-McKendrick1927,N.Bailey 1985)
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	JI � � K � � � 
 $ L � 

“infected”	 6	JI � � L � 

“removed”
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 B $ L 
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6 BDC ? ,�� � 6 B � E F % L 
 B &
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 B � E F % K � BDC ? ,�� 
 B1C ? ,�� $ L 
 BDC ? ,�� &6 BDC ?O� 6 B � E F % L 
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Zwei Sẗadte:

	��QPR	JI � $SK � � � 
T� U %WV $ � &	�
XP0	JI � � K � � � 
 $ L � 
T� U %ZY $ 
 &	 6 P0	JI � � L � 
	 V PR	JI � $SK � V � Y � U % � $ V &	 Y P0	JI � � K � V � Y $ L � Y � U % 
 $ Y &	R[OPR	JI � � L � Y� VorhersagederzweitenEpidemie(in Moskau,sieheBild).



Genesisder Runge-Kutta Methoden.
Für hoheGenauigkeitsanforderungensinddieobigenMethodennicht
gut genugund wir brauchenbessere Methoden! Hier beginnt eine
langeEntwicklung,die dasganze20.Jahrhundertgedauerthat. Eine
Übersicht:
Die Differentialgleichung(geschriebenalsSystem):\
 � ] % I�^�
 & ^ 
 % I < & � 
 < 
RungesMethode(dieerstenzweiBilder):_�?`� ] % I < ^�
 < &_ � � ] % I < � > ^a
 < � >!_�? &
 ? � 
 < � b � % _ ? � _ � &
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Idee für eineallgemeineMethode (Heun1900,Kutta1901,letztes
Bild): allgemeineKoeffizienten c�fhg , e f � Polygonlinienführenzu
neuenPunkten,in denenderAnstieg ausgewertetwird. In Formeln:_ f � ]ji I < � d f > ^�
 < � > kg�l ? c fhg _ gnm ^ o � � ^ Dp ^ �
 ? � 
 < � > kfql ? e f _ f 
Taylor Entwicklungvon 
 ? und 
 % I ? & ; DurchVergleichBedingungen
für Ordnung

�
(lokalerFehlerist r � �D>=s C ?

).
Resultat: Eine Reihe von algebraischenGleichungenfür c�fhg , e f ,d f � t g c fhg .



ButchersgrosseResultate(Butcher1963).� Die numerischeLösung:


 ? � 
 < � pD �
>Xuv�w i Dp � kA � pD m � Dp

(“kA” heisst“komplizierterAusdruck”)

kA
� xy� v �Dz � f�{|g}{�~�{�� e f c fhg c fq~ c ~)� ��]!��� % ] ^ ]�� % ] &�& <� � �

v� z�
o

� _�
] ���] ] �]

� � % I & � L % I & � 9 % I & � � % I &
Der mittlereTeil fehlt in derexaktenLösung� die Ordnungsbedin-
gungensind 9 % I & � f�{|g}{�~�{�� e f c fhg c fq~ c ~)� � �v �1z

��� z�� x�� v � Dp
Beispiele: t f e f � �

for order
�
;

in addition
t f e f d f � � P z for order

z
;

in addition
t f e f d �f � � P x

and
t f�{|g e f c f�g d g � � P0� for order

x
.



Ergeblisse: (sieheButcher- W., in “Special Issue” J. Appl. Num.
Math.1996)� �

eqs. Autor Jahrz z z
Coriolis

�D�Jx��z z z
Runge

�D�J�J�x v v
Runge

�D�J�J�x x v
Heun

�D�J�J�v � �
Heun

�D�J�J�v v �
Kutta

�D�J����� P z � P z� P z � � P z� � � �� PR� z PR� z P0� � P0�

�� P x � P xz P x $ � P x �� � $ � �� P � x P � x P � � P �
� � �2�

Kutta
�D�J���� � �2�

Nyström
�D�JzJ�� � x��

Hǔta
�D�J� �� � x��

Butcher
�D� � v� � �J�

Butcher
�D� � �� ��� z��J�

Curtis
�D���0�� ��� z��J�

Cooper, Verner
�D���0z�D� �D� �1zJ���

Curtis
�D���0��D� �0� �1zJ���

Hairer
�D���0�

Ein ausgezeichnetesProgramm für allgemeineProbleme:

DOP853

(Dormand& Prince1980,1989),(Hairer1993).



Beispiel: BewegungeinehängendenSchnur.
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SteifeDifferentialgleichungen.

Beispiele. Die “Linienmethodefür partielleDgln. (Crank-Nicolson
1947),chemischeReaktionen(Curtiss& Hirschfelder1952,Robert-
son1966).Beispiel:

Eine steifeStange.B
~)l ? c=��~��� ~ � � u i � � « ? $ zJ� � � � � C ? m � � � i �����³� � � £ $ � �3�5� � � � m

$ B
~)l ? ¯ ��~ � ��� % � � $ � ~ & \� �~ ^ �´� � ^ DD ^ �

EinesteifeStange(Drawing: K. Wanner)



Verhalten von DOP853:
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Folgerung: Wir brauchenneueMethoden.

Antwort: BDF Methoden(Curtiss& Hirschfelder1952,Gear1968).

AndereAntwort: Implizite RungeKuttaMethoden(Crank-Nicolson
1947,Butcher1964,Ehle1968).



AnderesBeispiel: EinechemischeReaktionmit Diffusion(der“Brus-
selator”) µ 4µ I � ¶ � 4 �n· $ % ¸ � � & 4 � � µ � 4µ � �µ ·µ I � ¸ 4 $ 4 � · � � µ � ·µ �!�
“Linienmethode”:Grid � f � o�P % ¹ � � & % � r o r ¹ & , º � � � P %�¹ �� & andobtain\4 f � � � 4 �f · f $ v 4 f � �% º � & � % 4 f « ? $ zJ4 f � 4 f C ? & ^\· f � xJ4 f $ 4 �f · f � �% º � & � % · f « ? $ z · f � · f C ? & ^
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Wie verstehen??
(Curtiss& Hirschfelder1952).Beispiel:


 � � $�¼ % 
 $ ½ % I &�& ( ¼ gross,½ glatt)

0 1

1

0 1

1

0 1

1

ex. Euler, b¿¾ l ? ÁÀ�® impl. midp. b l < ���® impl. Euler, b l < �®

Stabilit ätsanalysiss.(Courant-Friedrichs-Lewy 1928,Dahlquist1963):

Beispiel: Euler’sMethode.
 � � ] % 
 &


 � � ¼ 



 B1C ? � 
 B � >!] % 
 B &


 B1C ? � % � � > ¼ & 
 B

Â � � � 6 ^ 6 � > ¼

Euler

Euler

linear. � diag. linear. � diag.


 By� Â B � 
 <
−2 −1

1

−1

Eulerexpl.

Ã
6

Stabilätsbereich:
Ã � Ä 6ÆÅ5Ç Â % 6 & ÇÈr ��É



AndereMethoden:

Runge2_�?O� ] % 
 B &_ � � ] % 
 B � >!_�? &
 BDC ? � 
 B � b � % _ ? � _ � &Â � � � 6 � ÊÌË�
−2 −1 1

1

−1

Runge2

Ã6 −2 −1 1

1

−1

Runge2

¶6

Impl. midpoint_ ? � ] % 
 B � b � _ ? &
 BDC ?O� 
 B � >!_�?
Â � � � 6 P z� $ 6 P z

−3 −2 −1 1 2

1

2

−2

−1

Trap.Rule

Ã
6

−2 −1 1 2

1

2

−2

−1

Trap.Rule

¶
6

Impl. Euler


 BDC ? �
 B � >!] % 
 BDC ? &Â � �� $ 6
1 2

1

−1

Eulerimpl.

Ã
6

−1 1

1

−1

Eulerimpl.

Ã
6

Allgemein:
Â % 6 & � Í % 6 &Î % 6 & Í % 6 & deg.

_
,
Î % 6 & deg.

�
.

Bedingungfür A-Stabilit ät:

1. Alle Pole(
�

Nullstellenvon
Î

) in Ï C
;

2. Ð % 
 & � Î % o}
 & Î % $ o}
 & $ Í % o}
 & Í % $ o}
 &ÒÑ � Ó 
 



Order Stars (W., Hairer, Nørsett1978).¶ �Ô� Õ 6yÅ�Ç Â % 6 & Ç ¤ Ç 7 Ê Ç�Ö

RADAU1RADAU1

AA

RADAU5RADAU5

3−3

3

−3

AA

RADAU9RADAU9

5−5

5

−5

AA

RADAU13RADAU13

7−7

7

−7

TransformierteinenumerischeMethodein geometrischeFigur:

“numerische”Eigenschaften. “geometrische”Eigenschaften

Pr̈azision(Ordnung) × Zahlder“Finger”

impl. Arbeit × ZahlderPolein “schwarzenFingern”

semiimpl. Arbeit × ZahlderPoleauf reellenAchse

expl. Rechenarbeit × Zahrl derNullstellenin “weissen”Fingern¶
-Stabiliẗat × keinKontaktmit o}Ø , Pole Ù Ï C



RADAU5, Methode(Ehle 1968)und Programm (Hair er 1991):Ú�ÛÝÜ Þßáà â�â Ûäã�Ü Þå Þ à Faæ ÞçÛ ß Þ æ Ü Þß â à�à
Û F´è å Ü ÞF�F�éÚ è Ü Þßáà F¿æ Þ è ß Þ æ Ü Þß â à�à â�â è ã�Ü Þå Þ à Û F Û å Ü ÞF�F�éß ß ÞçÛ Ü Þå Þ ß Þ è Ü Þå Þ ßæß ÞçÛêÜ Þå Þ ß Þ è Ü Þå Þ ßæ

Â % 6 & � � � z 6 P � � 6 � P zJ�� $ x 6 P � � x 6 � P zJ� $ 6 * PR� �
ExcellentesVerhalten von RADAU5 bei der elastischenStange:



AnderesBeispiel: Planetenberechnung

MansiehtdassselbstderfrömmsteMann
nichtallenLeutengefallenkann.

(W. Busch1874)

Zweikörperproblem(Kepler):

�ë ? � $ ë ?% ë �? � ë �� & *�, � ^ �ë � � $ ë �% ë �? � ë �� & *),�� 
ë ? % � & � � $ 7 ^ ë � % � & � � ^ \ë ? % � & � � ^ \ë � % � & � � � 7� $ 7 75� �  � 
berechnetmit RADAU über

�D�J�J�
Perioden(Tol

� �1� « * )

−1

−1

1

Dp überlangenZeitintervallenwird numerischeLösungfalsch.

... anderer Vortrag ... anderesBuch ... (E. Hairer, Chr. Lubich)
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